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Palavras-chave:
RESUMO Viga de
Neste artigo ¢ analisado o comportamento estrutural de vigas utilizando as teorias Timoshenko;
de viga de Bernoulli e Timoshenko alterando-se a relag@o entre o vao e a altura da Ccigglfr':;';r;tﬁtg_e
secdo transversal e variando a condigdo de contorno do elemento estrutural. A Analise estrutural.
geometria dos elementos estruturais analisados foram vigas de se¢do retangular,
pOde-se constatar que para vigas isostaticas o efeito da distor¢do devido ao
cisalhamento (teoria de Timoshenko) tem pouca influéncia no aumento dos
deslocamentos, em vigas continuas esse efeito passa a ter uma maior contribuigéo,
enquanto que para viga bi-encastrada esse efeito contribui de maneira significativa
para o aumento dos deslocamentos na estrutura. Foram propostas relacdes limites
de tamanho de vao e altura da se¢do transversal em func¢do da condi¢do de contorno
para a consideragdo da distor¢ao por cisalhamento.

ABSTRACT

In this article, the structural behavior of beams is analyzed using the beam theories Keywords:

of Bernoulli and Timoshenko, changing the relationship between the span and the Timoshenko’s beam;
height of the cross section and varying the boundary condition of the structural Shear coefficient;

element. The geometry of the structural elements analyzed were beams of  Structural analysis.
rectangular section, it could be seen that for isostatic beams the effect of distortion

due to shear (Timoshenko's theory) has little influence on the increase of

displacements, in continuous beams this effect has a greater contribution, while for

fixed ends beams this effect contributes significantly to the increase of

displacements in the structure. Limit relationships of span size and cross-section

height as a function of the boundary condition were proposed for the consideration

of shear distortion.

1. Introducéo

No dimensionamento estrutural algumas hipdteses devem ser estabelecidas afim de criar um
modelo matematico para caracterizar determinado fenémeno fisico. Na engenharia estrutural
pode-se citar como as teorias mais importantes as de viga de Bernoulli e de Timoshenko.

A teoria de viga de Bernoulli consiste em admitir, que para pequenas deformacdes, as
secOes transversais permanecem planas e perpendiculares a linha neutra. Tal hipotese é valida
somente quando a viga esta submetida a pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos, para
grandes deformac0es e deslocamentos tal hipotese ndo é mais valida.

A teoria de viga de Timoshenko considera a distor¢do por cisalhnamento que ocorre na
secdo transversal, ou seja, as se¢Oes ndo necessariamente ficam planas em relagdo a secdo
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transversal, isto &, ocorre 0 empenamento da secdo. Tal efeito torna-se consideravel para vigas de
baixa relacdo entre o vao e a altura da se¢do. De forma anéloga a teoria de viga de Bernoulli tais
hip6teses sdo validas somente para vigas de pequenas deformacgoes e deslocamentos.

A teoria de viga de Timoshenko pode ser vista como a teoria mais precisa do ponto de
vista fisico do problema, haja vista que ela se aproxima mais do comportamento real da estrutura
por considerar em sua formulacdo o efeito do cisalhamento, que é desconsiderado na teoria de
viga de Bernoulli. Entretanto, o coeficiente de cisalhamento, oriundo da teoria de viga de
Timoshenko, ainda € objeto de muitos estudos, como pode ser visto em [1,2].

Existem inimeros trabalhos que visam quantificar de forma mais precisa o coeficiente de
cisalhamento da teoria de viga de Timoshenko. [1] apresenta uma compilacdo de diversas
expressdes para o valor do coeficiente de cisalhamento para diversos tipos de sec@es, [3] apresenta
corregdes do fator de cisalhamento com base nos eixos principais de inércia para secdes nao
simétricas e [2] apresenta uma nova abordagem para determinacdo do efeito do coeficiente de
cisalhamento considerando os métodos energéticos.

2. Teoria de viga de Timoshenko
Os deslocamentos da teoria de viga de Timoshenko sdo dados por

Uy = —Z¢ (D)
Uy = 0 )
u, = w(x) 3)

Onde ¢ é a rotacdo total da secdo, que considera a rotagdo devido a distor¢do por
cisalhamento e devido a flexdo da viga e w é o deslocamento ao longo do eixo z.
As equaces de equilibrio sdo dadas pelas seguintes equagdes diferenciais

d? do

- ) = 4

dx? (EI dx) () )
dw 1 d de
- _ 5
dx ¢ 7 kGAdx (EI dx) ®)

A teoria de viga de Timoshenko se reduz a teoria de viga de Bernoulli quando a expressao
6 for proxima de zero, ou seja

El

6
kzea <1 ©

Onde EI é a rigidez a flexdo, GA é a rigidez transversal, L é o comprimento do elemento,
e k é o coeficiente de cisalhamento.

Combinando as equacges 4 e 5 para uma viga homogénea de se¢éo transversal constante
tem-se

d*w El d?%q
aw_ o __Elaq 7
Bl = 90 — 5 axe ()

O momento fletor e a forca cortante sdo dadas por

d
M=—E22 (8)
dx
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V = kGA (—(p + i—iv) )

A deducdo da formulacdo da teoria de viga de Timoshenko pode ser vista de forma mais
detalhada em [4,5]. A Figura 1 mostra a diferenca na consideracdo entre os dois modelos de viga
em uma viga encastrada e livre de secédo transversal retangular constante.

Viga de Bernoulli Viga de Timoshenko

Distorgéo nula

Distorgéio maxima

NOONNNNN
u
N
N
NOONNNNN

Figura 1 - Modelo de viga de Bernoulli e Timoshenko.

Embora o0 emprego da teoria de viga de Bernoulli seja 0 mais abordado nas universidades,
a teoria de viga de Timoshenko representa o comportamento mais préximo da realidade, conforme
apresentado em [6], sendo recomendavel que mesmo com pouca diferenca entre os métodos seja
utilizada a teoria de viga de Timoshenko.

3. Coeficiente de cisalhamento

Diversos autores propuseram uma grande variedade de férmulas para o parametro do coeficiente
de cisalhamento, conforme abordado em [1], algumas formulagGes sdo apresentadas em
sequéncia.

Cowper cit. por [1] apresenta a seguinte férmula para o célculo do coeficiente de
cisalhamento em se¢des retangulares.

10(1 + v)

12+ 11w (10)

O valor considerado de k=5/6 é obtido somente quando o coeficiente de Poisson é nulo,
0 que constitui uma aproximacao que ndo corresponde a realidade. Existem outras formulagdes
semelhantes a equacdo 10 que levam em consideracao a relacdo entre a base e a altura da secéo,
pode-se citar as formulacfes de Stephen cit. por [1] e Hutchinson cit. por [1], contudo ha pouca
discrepancia de valores para tais formulacdes, principalmente para uma elevada razao entre a base
e a altura da segéo.

Em sec¢des circulares, Hutchinson cit. por [1] apresenta a seguinte expressdo para o
coeficiente de cisalhamento.
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6(1+v)?2

T 7 12v + 402 11

Outras formulacdes sdo apresentadas em [1] para se¢Oes circulares. Verifica-se a partir dos
estudos de [1,2] que o coeficiente de cisalhamento é funcéo do coeficiente de Poisson e da relagdo
entre as dimenses da se¢do transversal.

E interessante notar que os valores do coeficiente de cisalnamento para secio circular e
retangular, quando admitido coeficiente de Poisson nulo, chegam ao mesmo valor obtido pelas
expressdes de Cowper cit. por [1].

Os coeficientes apresentados sdo validos para se¢Bes cujo centro de cisalhamento seja
coincidente com o centro de gravidade da secdo, [7,8] demonstram que para se¢des cujo centro
de cisalhamento difira do centro de gravidade ocorrem mudangas em sua formulag&o.

Uma das dificuldades da implementacgdo da teoria de Timoshenko na analise estrutural esta
na determinacdo do coeficiente para determinadas se¢bes. Segundo [7], embora os coeficientes
de cisalhamento propostos em literatura tenham bases sélidas, ainda ha relutancia em sua
aceitacdo pois as explicacbes ndo sdo totalmente convincentes e sua eficacia ndo tem sido
avaliada para uma variedade de aplicagdes.

Demais coeficientes de cisalhamento foram omitidos desse estudo por ndo serem usuais na
pratica, contudo, recomenda-se os trabalhos de [1,2,3,7] para maior conhecimento sobre o
assunto.

4. Formulagio matricial

Soriano [9] apresenta a formulagdo matricial pelo método dos deslocamentos considerando o
efeito de deformacgéo devido a forca cortante, O efeito da deformagéo devido a forga cortante é
dado pela expressdo 12.

12E1

? = CA L%k

(12)

A matriz de rigidez de um elemento de barra, considerando o efeito da distorgéo devido ao
cisalhamento, é dada por

A 0 0 —EA 0 0 —l
L L
0 12EI 6-EI 0 12EI 6-EI
3 2 3 2
L{(1+¢) L {1+d) L{(1+¢) L {1+ d)
0 6-EI (4+ ¢)-EI 0 6-EI (2— ) -EI
- LE_“ s, L-(1+ ) Lz-(l ) L-(1+ &)
= -EA EA (13)
— 0 0 — 0 0
L L
0 12E1 6-EI 0 12EI 6-EL
3 2 3 2
L(1+¢) L {1+d) L"-(1+¢) L {1+ &)
0 6-EI (2— &) -EI 0 6-EI (4+ &) -EI
i 12-(1 + ) L(1+ ) L2_(1 + ) L (14 ) J
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5. Andlise numérica

As anélises efetuadas nos itens 5.1, 5.2 e 5.3 foram realizadas com auxilio do software Mathcad
tendo como base as rotinas implementadas em [9]. O carregamento adotado em todos os exemplos
foi distribuido com intensidade de 20 kN/m, variou-se a altura da secdo para cada situacdo
mantendo a base constante com valor de 20 cm.

Admitiu-se a resisténcia caracteristica de compressdo do concreto é f ck=30 MPa e foi
considerado o modulo de elasticidade secante proposto pela NBR 6118 [10] dado pela expressao
14

E = 4760../f.x = 26,07 GPa (14)

O coeficiente de cisalhamento foi obtido por meio da equacdo 10 admitindo-se coeficiente
de Poisson v=0,2 obtendo-se

10(1 + 0,2)
— T 15
12722 084 (15)

E interessante ressaltar que o valor obtido na expressdo 15 ¢ muito proximo do valor
normalmente utilizado para se¢des retangulares de 5/6 tendo uma diferenca inferior a 2%.

5.1. Viga biapoiada

Tabela 1 e a Tabela 2 apresentam os resultados obtidos para o deslocamento maximo em uma
viga biapoiada dado pela Figura 2.

Os resultados obtidos na Tabela 1 e Tabela 2 sdo consistentes com os dados apresentados
em [9,11], haja vista que o efeito da distorcdo por cisalhamento ndo influencia de forma
significativa os deslocamentos, apenas para uma baixa relacdo entre o vao e a altura da secéo.
Onate cit. por [12] relata que para uma relacdo véo/altura inferior a 10 deve-se aplicar a teoria de
viga de Timoshenko, ou seja, considerando uma diferenca de 2% nos deslocamentos em relagédo
a teoria de Bernoulli, que consiste em um critério aceitavel para se utilizar o coeficiente de
cisalhamento.

O dimensionamento de vigas de elevada esbetez pela Teoria de Timoshenko ou Bernoulli
ndo é usual, contudo, o parametro objeto de estudo foi a influéncia do efeito da distor¢do devido
ao cisalhamento na se¢do em funcdo da razdo entre a altura da viga e o comprimento do vao.
Assim, a esbeltez da secdo ndo influenciou os resultados obtidos.

Secédo transversal (cm)

20 kN/m %
% |
20

AN L

Figura 2 - Modelo estrutural viga biapoiada.
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Tabela 1 - Viga biapoiada com vao de 10 metros.

Deslocamento maximo Altura da Diferenca Razao véo Razao
(mm) secéo absoluta D/(2) (m) véo/altura
(mm) (mm)
Tmoshenko Bernoulli
1) )

222.421 221.967 300 0.454 1.00 10 333
93.983 93.642 400 0.341 1.00 10 25.0
48.217 47.945 500 0.272 1.01 10 20.0
27.973 27.746 600 0.227 1.01 10 16.7
17.667 17.473 700 0.194 1.01 10 14.3
11.876 11.705 800 0.171 1.01 10 12.5

8.372 8.221 900 0.151 1.02 10 11.1
6.129 5.993 1000 0.136 1.02 10 10.0
4.627 4.503 1100 0.124 1.03 10 9.1
3.582 3.468 1200 0.114 1.03 10 8.3
2.833 2.728 1300 0.105 1.04 10 7.7
2.281 2.184 1400 0.097 1.04 10 7.1
1.867 1.776 1500 0.091 1.05 10 6.7
1.548 1.463 1600 0.085 1.06 10 6.3

1.3 1.22 1700 0.08 1.07 10 5.9
1.103 1.028 1800 0.075 1.07 10 5.6
0.945 0.874 1900 0.071 1.08 10 5.3
0.817 0.749 2000 0.068 1.09 10 5.0

Tabela 2 - Viga biapoiada com vao de 5 metros.

Deslocamento maximo Altura da Diferenca Razéo véo Razéo
(mm) secdo absoluta D/(2) (m) véo/altura
(mm) (mm)
Tmoshenko Bernoulli
1) 2)

13.986 13.873 300 0.113 1.01 5 16.7
5.938 5.853 400 0.085 1.01 5 12.5
3.065 2.997 500 0.068 1.02 5 10.0
1.791 1.734 600 0.057 1.03 5 8.3
1.141 1.092 700 0.049 1.04 5 7.1
0.774 0.732 800 0.042 1.06 5 6.3
0.552 0.514 900 0.038 1.07 5 5.6
0.409 0.375 1000 0.034 1.09 5 5.0
0.312 0.281 1100 0.031 1.11 5 4.5
0.245 0.217 1200 0.028 1.13 5 4.2
0.197 0.17 1300 0.027 1.16 5 3.8
0.161 0.137 1400 0.024 1.18 5 3.6
0.134 0.111 1500 0.023 1.21 5 3.3
0.113 0.091 1600 0.022 1.24 5 3.1
0.096 0.076 1700 0.02 1.26 5 2.9
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0.083 0.064 1800 0.019 1.30 5 2.8
0.073 0.055 1900 0.018 1.33 5 2.6
0.064 0.047 2000 0.017 1.36 5 2.5

5.2. Viga bi-encastrada

A Tabela 3 e a Tabela 4 apresentam os resultados obtidos para o deslocamento maximo em uma
viga bi-encastrada dado pela Figura 3.

A razdo entre os deslocamentos na teoria de viga de Timoshenko e Bernoulli obtidos na
viga encastrada foram significativamente superiores em comparacao a razdo obtida na condigédo
de contorno de viga biapoiada. Esse resultado esta de acordo com [4] onde foi realizado um estudo
da carga critica de flambagem considerando as teorias de Bernoulli e Timoshenko para uma viga
encastrada e foi constatado que os deslocamentos oriundos da teoria de viga de Timoshenko foram
significativamente superiores aos de Bernoulli.

Secéo transversal (cm)

20 kKN/m
h
y N
% N
/ N o |

Figura 3 - Modelo estrutural viga bi-encastrada.

Tabela 3 - Viga bi-encastrada com véo de 10 metros.

Deslocamento maximo Altura dasecdo Diferenca Razéo véo Razao
(mm) (mm) absoluta D/(2) (m) véo/altura
(mm)
Tmoshenko Bernoulli
1) 2)
44.847 44.393 300 0.454 1.01 10 33.3
19.069 18.728 400 0.341 1.02 10 25.0
9.861 9.589 500 0.272 1.03 10 20.0
5.776 5.549 600 0.227 1.04 10 16.7
3.689 3.495 700 0.194 1.06 10 14.3
2511 2.341 800 0.17 1.07 10 12.5
1.796 1.644 900 0.152 1.09 10 11.1
1.335 1.199 1000 0.136 1.11 10 10.0
1.024 0.901 1100 0.123 1.14 10 9.1
0.807 0.694 1200 0.113 1.16 10 8.3
0.65 0.546 1300 0.104 1.19 10 7.7
0.534 0.437 1400 0.097 1.22 10 7.1
0.446 0.355 1500 0.091 1.26 10 6.7
0.378 0.293 1600 0.085 1.29 10 6.3

0.324 0.244 1700 0.08 1.33 10 5.9
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0.281 0.206 1800 0.075 1.36 10 5.6
0.246 0.175 1900 0.071 1.41 10 5.3
0.218 0.15 2000 0.068 1.45 10 5.0

Tabela 4 - Viga bi-encastrada com véo de 5 metros.

Deslocamento maximo Altura dasecdo Diferenca Razao véo Razao
(mm) (mm) absoluta D(2) (m) véo/altura
Tmoshenko  Bernoulli (mm)
1) )
2.888 2.775 300 0.113 1.04 5 16.7
1.256 1.171 400 0.085 1.07 5 12.5
0.667 0.599 500 0.068 1.11 5 10.0
0.404 0.347 600 0.057 1.16 5 8.3
0.267 0.218 700 0.049 1.22 5 7.1
0.189 0.146 800 0.043 1.29 5 6.3
0.141 0.103 900 0.038 1.37 5 5.6
0.109 0.075 1000 0.034 1.45 5 5.0
0.087 0.056 1100 0.031 1.55 5 4.5
0.072 0.043 1200 0.029 1.67 5 4.2
0.06 0.034 1300 0.026 1.76 5 3.8
0.052 0.027 1400 0.025 1.93 5 3.6
0.045 0.022 1500 0.023 2.05 5 33
0.04 0.018 1600 0.022 2.22 5 3.1
0.035 0.015 1700 0.02 2.33 5 2.9
0.032 0.013 1800 0.019 2.46 5 2.8
0.029 0.011 1900 0.018 2.64 5 2.6
0.026 0.0094 2000 0.0166 2.77 5 2.5

5.3. Viga continua

A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos para o deslocamento maximo em uma viga continua
dado pela Figura 4.

Os deslocamentos obtidos na viga continua foram superiores ao de viga isostatica e
inferiores ao de viga bi-encastrada, pode-se verificar que com o aumento do grau de
hiperestaticidade da estrutura maior foi a influéncia da teoria de viga de Timoshenko no
deslocamento.

Secdo transversal (cm)

20 kN/m

Figura 4 - Modelo estrutural viga continua.



Engenharia Civil UM (2022)62:45-54

53

Tabela 5 - Viga continua de dois vaos.

Deslocamento maximo Altura da Diferenca Razao véo Razao
(mm) secéo absoluta D/(2) (m) véo/altura
(mm) (mm)
Tmoshenko Bernoulli

1 2)
5.881 5.753 300 0.128 1.02 5 16.7
2.523 2.427 400 0.096 1.04 5 12.5
1.319 1.243 500 0.076 1.06 5 10.0
0.783 0.719 600 0.064 1.09 5 8.3
0.508 0.453 700 0.055 1.12 5 7.1
0.351 0.303 800 0.048 1.16 5 6.3
0.256 0.213 900 0.043 1.20 5 5.6
0.194 0.155 1000 0.039 1.25 5 5.0
0.151 0.117 1100 0.034 1.29 5 4.5
0.122 0.09 1200 0.032 1.36 5 4.2

0.1 0.071 1300 0.029 1.41 5 3.8
0.084 0.057 1400 0.027 1.47 5 3.6
0.071 0.046 1500 0.025 1.54 5 3.3
0.062 0.038 1600 0.024 1.63 5 3.1
0.054 0.032 1700 0.022 1.69 5 2.9
0.048 0.027 1800 0.021 1.78 5 2.8
0.043 0.023 1900 0.02 1.87 5 2.6
0.039 0.019 2000 0.02 2.05 5 25

6. Analise dos resultados

Constata-se dos resultados apresentados que a teoria de viga de Timoshenko, em comparagao com
a teoria de viga de Bernoulli, gerou maiores deslocamentos em todos os casos apresentados, como
de fato é relatado em literatura técnica.

Observa-se que o aumento dos deslocamentos na teoria de viga de Timoshenko ndo é
funcdo apenas de caracteristicas da se¢do ou da relagdo entre 0 vao e a altura da secao transversal,
mas também é dada em funcéo da condigdo de contorno da estrutura.

As estruturas apresentadas nos itens 5.1, 5.2 e 5.3 apresentaram maiores deslocamentos
pela teoria de viga de Timoshenko do que pela teoria de Bernoulli. Verifica-se que em estruturas
Ccuja restricdo de apoio esteja na rotagdo (engastado) a teoria de viga de Timoshenko apresenta
deslocamentos mais acentuados. O grau de hiperestaticidade também influéncia na diferenga entre
o0s deslocamentos, quanto maior o grau de hiperestaticidade da estrutura, maior a influéncia dos
deslocamentos pela teoria de viga de Timoshenko.

7. Conclusoes

Observou-se neste artigo que o efeito da distor¢do por cisalhamento ndo deve ser negligenciado
no dimensionamento estrutural, podendo chegar a uma diferenga de até mais que o dobro em
comparagdo com a teoria de Bernoulli.

Diante dos resultados apresentados recomenda-se que seja levado em consideragdo o
efeito da distorcéo por cisalhamento, ndo apenas em vigas de grande altura ou de baixa relagdo
entre 0 vao e a altura da secdo, mas também deve-se utilizar como parametro a condi¢do de
contorno adotada no elemento estrutural.

Em vigas garantidamente isostaticas deve-se utilizar o efeito da distor¢cdo devido ao
cisalhamento quando a razdo entre o véo e a altura for menor que 10, pois abaixo desse valor
ocorre uma diferenca entre os deslocamentos superior a 2%
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Em vigas engastadas a distor¢do devido ao cisalhamento deve ser considerada quando a
razdo entre o0 vdo e a atura for inferior a 25, haja vista que para valores abaixo desses ocorre um
aumento dos deslocamentos superior a 2%.

Em vigas continuas deve-se verificar a relacdo entre a altura da se¢do e o vao de cada
tramo da viga, recomenda-se que quando esta relacdo for inferior a 20 seja utilizada a teoria de
Timoshenko para o célculo das deformaces, pois para valores inferiores a esse 0s deslocamentos
ficam 2% maiores.

Os valores mencionados estipulam que ndo pode haver uma discrepancia maior que 2%
nos deslocamentos em comparagdo com a teoria de Bernoulli, entretanto, tais relacdes que foram
recomendadas podem ser substituidas, desde que ndo sejam superiores a 5%, pois deve-se levar
em consideracdo ainda os efeitos de fluéncia do concreto. Cabendo ao engenheiro decidir qual
teoria mais apropriada deve ser utilizada.

Vale ressaltar que a teoria de viga de Timoshenko é a que, teoricamente, representa com
maior precisdo o comportamento estrutural, devendo, sempre que possivel, utiliza-la na anélise
estrutural.
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